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Motivation

sort(ABUS) = {Nom, Cru, Annee}
sort(CRU) = { Cru, Millesime, Qualite}

{z | 3x3y (ABUS(‘An’, x,y) AN CRU(x,y, z))}
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Logique des prédicats (syntaxe)

Alphabet :
e des noms de relation (R, S, T) avec leurs arités
@ des variables (x, y, z)

Formules :
@ Si R est un nom de relation d’arité n et x1, xp, ..., X, sont des
variables, alors R(x1, x2, ..., x,) est une formule dans laquelle les
variables xi, ..., x, sont libres.

@ Si x est une variable libre d’une formule @, alors Ix¢ et Vxp sont des
formules dans lesquelles x n’est plus libre.

@ Si  est une formule, alors —¢ est une formule avec les mémes
variables libres que ¢.

@ Si 1 et g sont des formules, alors 1 A w2, w1V w2, Y1 — @2 et
1 > o sont des formules ayant comme variables libres chaque
variable qui est libre dans 1 ou >.

Des parenthéses sont utilisées au besoin. Par simplicité, dans un premier
temps, nous considérons seulement des formules sans égalité (=) et sans

constantes.
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Formule avec indication des variables libres
Soit R une relation d'arité 2 et S une relation d'arité 1.

Jy | R(x,y) AVz | R(x,z) = S(z)
~—— S =~

X,y X,z z

~—_——
X,z
N
X
N
Vv
X7y
_
v
X
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Logique des prédicats : sémantique “classique”

Une structure relationnelle est un couple (D,Z) ou D est un domaine fini
(mais voir aussi slide 16!) et non-vide et Z associe une relation a chaque
nom de relation. Ces relations utilisent seulement les valeurs de D.

Une formule sans variables libres est soit vraie, soit fausse par rapport a
cette structure.

Example 1 (Vérité d'une formule par rapport a une structure)

z

,

R

D ={a,e,i,o,u,b,c,d}

- uv 0o L|>
O o L|X>

0o 0 o o|m

Ay (BxR(x, ¥)) Az (R(z,y) = 5(2)))

Si I'on choisit y = b, alors IxR(x, “b") est vrai et Vz (R(z, “b") — S(z))
est vrai. En conclusion, la formule est vraie par rapport a cette structure.
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Example 2

o Ll>

o o| ™
O L|X>™

R S
D ={a,e, 0,b}

Ay ((BxR(x,y)) AVz (R(z,y) = 5(2)))

La formule est fausse par rapport a cette nouvelle structure.
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Observation : La vérité peut dépendre du domaine

Example 3
S|A
D ={a,e,i} a
e
Ax (=5(x))

La formule est vraie par rapport a cette structure.

Example 4
S|A
D ={ae} a
e
Ax (=5(x))

La formule est fausse par rapport a cette nouvelle structure.
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Observation : Tautologies et contradictions

Tautologie

Ix (S(x) V —5(x)) est vrai par rapport a chaque structure.

Contradiction

Ix (5(x) A =S(x)) est faux par rapport a chaque structure.

Observation : la négation d'une tautologie est fausse par rapport a chaque
structure (et est donc une contradiction).
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Logique des prédicats : sémantique en bases de données
Une [instance de] base de données relationnelle Z associe une relation a
chaque nom de relation.

\ Le domaine reste inconnu !'!'! \ Mais il est su que les valeurs dans les
relations appartiennent au domaine.

Une formule est d®main-dependent (et considérée comme étant erronée)
si sa vérité peut dépendre du domaine.

Example 5

D D {a,e,i,o, b,c}

LoD D>

0o 0 o o|W®
o o vL|>

Ay ((xR(x,y)) AVz (R(z,y) = 5(2)))

Malgré que D soit [largement] inconnu, on peut conclure que la formule
est vraie par rapport a cette structure.

v
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Example 6

S|A
D D {ae} a
Ax (=5(x))

Cette formule est d®main-dependent (et donc erronée en théorie des bases
de données), parce que sa vérité dépend de D. En effet, si D = {a, e}, la
formule est fausse; si D = {a, e, i}, la formule est vraie.

Noter :

@ Si le domaine reste inconnu, il n'est pas toujours possible de
déterminer la valeur de vérité (vrai ou faux) d'une formule qui est
d®main-dependent.

“Eronné” n'est pas une troisieme valeur de vérité !

@ Une formule qui n’est pas d®main-dependent est appelée

d®main-independent (et correct).
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Au moins une espece de fleur est disponible en toute

couleur. ..

Fleur Couleur

rose rose
rose  jaune
tulipe jaune

Ix | (3y'Fleur(x,y")) ANVy | (3x'Fleur(x',y)) — Fleur(x,y) est vrai

. J/
-~

x est une fleur y est une couleur de fleur

3x | (3y'Fleur(x,y")) AVy | Couleur(y) — Fleur(x,y) | | est faux
N———

x est une fleur y est une couleur

3x | (3y'Fleur(x,y')) AVy (Fleur(x,y)) | est d®main-dependent

-~
x est une fleur
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Simplification (a mon gofiit personnel)

vV
x est une fleur y est une couleur de fleur

est équivalent a

3x | (3y'Fleur(x,y")) AVy | (3x'Fleur(x',y)) — Fleur(x, y )

x ((Ely Fleur(x,y")) N\Yx'Vy (Fleur(x',y) — Fleur(x,y))

X est une fleur

Yy (3 (F(X,y))) = Flxy)) = Wy (-3 (F(X,y))) V F(x,y))
Yy (V" (=F(x,¥))) V F(x,))
Yy (Vx'(ﬂF(x/,y) vV F(X,)/)>)
vx' (Vy (=F(x',y) V F(x,y)))

vx' (‘v’y (F(X',y) — F(x,y)))
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Formules équivalentes

Soit ¢ une formule sans variables libres.
La notation (D,Z) = ¢ est une maniére succincte de dire “p est vrai par
rapport a la structure relationnelle (D,Z)".

Noter : si ¢ est d@main-independent, on peut se contenter d'écrire Z = .

Soient 1 et @, deux formules, sans variables libres. Ces deux formules
sont équivalentes (notation : ¢ = 2) si pour toute structure relationnelle
(D,Z), nous avons (D,Z) = p1 < va.

Theorem (Trakhtenbrot 1950)
There exists no algorithm for the following problem :

INPUT : Two formulas 1, w2 without free variables.
QUESTION : Are @1 and 5 equivalent ?
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Trakhtenbrot et Turing (pour votre culture générale)

@ Le théoreme de Trakhtenbrot suppose que tout domaine soit fini.
Noter : avec un nombre fini de valeurs, il est impossible de construire
une relation infinie.

@ En 1936, Turing avait prouvé un tel résultat pour des relations qui
peuvent étre finies ou infinies.
@ Aucun de ces deux théoremes implique |'autre!!!
e En fait, il existent des formules ¢ et 1) sans variables libres telles que :
> par rapport a chaque relation finie, et ¥ ont la méme valeur de
vérité ; mais
> il existe une relation infinie par rapport a laquelle ¢ est vrai et 1 est
faux.
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Motivation pour la théorie des modeles finis
Soit sort(R) = {A, B}.

PRIMARY KEY(A) (1)
UNIQUE(B) (2)
FOREIGN KEY(B) REFSR  (3)
Ix(Fy R(x,y)) A=3z R(z,x))  (4) un ensemble infini
de tuples
PK(A) = VxVyVz(R(x,y) AR(x,z) =y =2)

UNIQUE(B) = VxVyVz(R(y,x)AR(z,x) =y =2z2)
FK(B) REFSR = VxVy (R(x,y) — 3z R(y, z))

Vérifiez : Aucune relation finie respecte toutes ces quatre contraintes !

Donc, contrairement au théoreme de Turing, le théoreme de Trakhtenbrot
considére que les formules

(1) A (2) A (3) A (4) et FxTy (R(x,y) A —R(x,))
sont équivalentes (il s'agit de deux contradictions).
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La notion de domaine en théorie des bases de données

En théorie des bases de données,
@ on part d'un domaine, dénoté par dom, qui est infini;
@ on requiert que toutes les relations soient finies;

@ on se limite aux formules qui sont d@main-independent et, par
conséquence, il est obsolete de connaitre dom. Méme |'observation
“dom est infini” devient sans importance.

Ce choix correspond a la pratique : ce serait contre-intuitif que la réponse a
une requéte dépende des valeurs qui ne sont pas présentes dans les tables.
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Non-existence d'un algorithme pour tester si une formule
est d®main-independent

Prouvez :
Ax (=S(x)) V (p1 <> v2) est d®main-independent ssi p1 = 3.
Preuve :

@ Si 1 = 9, cette formule est vraie par rapport a toute structure
relationnelle = d®main-independent;

@ si 1 # 2, il existe une structure (D, ) telle que (D,Z) - v1 <> ¢2.
Par rapport a cette structure, la formule est vraie si Ix (=S(x)) est
vraie = d®main-dependent.
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Variables libres

@ La variable x a une occurrence libre dans la formule 3y (Fleur(x, y)).

@ La vérité d’une formule par rapport a une structure est seulement
définie pour des formules sans variables libres.

@ Une formule avec variable libre x définit une fonction (ou requéte) :
par rapport a une structure (D,Z), renvoyer toute valeur ¢ € D telle
que la formule est vraie si I'on remplace x par c.

e Jy (Fleur(x,y)) ~ renvoyer les espéces de fleurs;
Fleur(x, y) ~ renvoyer les fleurs avec leurs couleurs.

@ On utilisera la notation suivante :

{x | Jy (Fleur(x,y))
{x,y | Fleur(x,y)}

}
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Requétes peuvent étre d®main-dependent (et donc
incorrectes)

{x [ =3y (Fleur(x,y))}

{x | 3y (Fleur(x,y)) V Ju (Couleur(u))}
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Examples

VINS | Cru Millesime ~ Qualite

Chablis 1992 excellent

Chablis 1993 bon

Rothschild 1993 bon

Rothschild 1994 imbuvable

ABUS ‘ Nom Cru Annee
Ed Chablis 1992
Ed Chablis 1993
An Chablis 1993
An Rothschild 1993
Jef Wijsen (Université de Mons (UMONS)) Calcul 2 octobre 2020  20/23



Qui n'a jamais bu un vin excellent ?

T{ Nom} (ABUS)

{x| Juim (ABUS(x, u,m))
A\
= Juim (ABUS(x, u, m) A VINS(u, m, ‘excellent’))}

71—{Nom}(Elez)

Comparaison avec |'algébre SPJRUD. Soit

E = pAnneeHMi/lesime(ABUS)
E2 = OQualite="excellent" ( VINS)
E3 = 7.r{Nom}(El X E2)

E3z renvoie les personnes ayant déja bu un vin excellent. La requéte demandée est donc :

7 (Nom} (ABUS) — E;
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Quels crus ont varié en qualité?

Im (VINS(u, m, q)) A 3m (VINS(u, m, v))

u| Iq3v EZ(;,q’V)
A=(g=v)
Soit
Ei = 7icu,quaite}(VINS)
E2 = E1 X pQuaIiteHValeur(El)

E> renvoie {Cru : ¢, Qualite : q, Valeur : v} ssi ¢ est un cru qui a été de qualité g et de
qualité v (il est possible que g = v). Soit

Es = E; — 0Quaiite=Valeur(E2)

E; renvoie {Cru : ¢, Qualite : q, Valeur : v} ssi ¢ est un cru qui a été de qualité g et de
qualité v avec g # v. La requéte demandée est donc :

71-{ Cru} ( E3)
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Qui a bu tous les crus?

x| Juim (ABUS(x, u, m))
AYuvYm¥q (VINS(u, m, q) — 3m (ABUS(x, u, m)))

x| Juam (ABUS(x, u, m))
A =3u ((I3m3qVINS(u, m, q)) A -3m (ABUS(x, u, m)))
Soit
E1 = W{Nom}(ABUS) X W{Cru}(VINS)

E2 - 7T{Nom,CrL/}(ABUS)
Es = E-E

E; renvoie {Nom : n, Cru : c} ssi ¢ est un cru qui n'a pas été bu par la personne n. La
requéte demandée est donc :

7 {Nom} (ABUS) — T (Nomy (E3)
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